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PROBLEME | 


NOTATIONS ET OBJECTIFS DU PROBLÈME 


Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n > 2 sur le corps des réels; le produit 
scalaire et la norme associée sont notés (|) et || ||. 

Étant donné un sous-espace vectoriel G de E, on note G* l’orthogonal de G dans E. On dira 
qu'un sous-espace vectoriel F de E est somme directe orthogonale de r sous-espaces vectoriels F;, 
F,,...,F, dEsi F=F,@F,...@F, et si ces sous-espaces sont orthogonaux deux à deux. 

Dans tout le problème, on suppose donnés deux sous-espaces E, et E, de E dont E est somme 
directe orthogonale, de dimensions respectives non nulles p et n-p. 

On suppose données des bases orthonormales B, = (e,, e,,...,e,) et B; = (ep+1, +2, -.., €n) 
de E, et de E,, dont la réunion B = {e,, e,,...,e,) fournit une base orthonormale de E. 

On désigne respectivement par I,, I, et I les applications identiques de E,, E, et E et par les 
mêmes symboles les matrices-unités associées. 

On suppose données une application linéaire f de E, dans E, et une application linéaire g de E, 
dans E, telles que, pour tout couple {x;, x.) d'éléments de E,; et E, 


(eo ci) 1x2) = Ga | gx). 


L'objectif du problème est d’étudier l'endomorphisme @ de l'espace E qui, à tout élément x de 
E, écrit sous la forme x = x, + x, (où x, EE, et x €E,), associe 

2) PCI = kxs + f(x) + ge), 
où k est un nombre réel donné. 

Dans la première partie, on détermine la matrice associée à @ ainsi que le noyau et l’image de 
cet endomorphisme @. Dans la troisième partie, on étudie les valeurs propres et les sous-espaces 
propres de @ dans le cas où le réel k est nul et, dans la quatrième partie, les valeurs propres et les 
sous-espaces propres lorsque ce réel k est non nul. La deuxième partie est consacrée à l’étude, utile 
pour la suite, des valeurs propres et des sous-espaces propres des applications gof et fog. 


PARTIE J. 


1° Matrice associée à ©. 

4) Soit S la matrice associée à f dans les bases B, et B,; déterminer en fonction de S la matrice 
associée à g dans ces bases B, et B,. 

b) Montrer que, f étant donnée, il existe une application linéaire g et une seule satisfaisant à la 
relation (1). 


c) Exprimer, à l’aide des matrices I, et S, la décomposition par blocs de la matrice T associéé' à 


«, dans la base B. 


2° Étude des noyaux et des images de f et de g. 
a) Montrer Ker f = (Im g)'NE,, 
Ker g=(Imf)'nE,. 
b) En déduire que E, est somme directe orthogonale de Ker f et Im g. Prouver que l’injectivité 
de f équivaut à la surjectivité de g, et que dans ces conditions p < n-p. 
c) Énoncer des résultats analogues pour les sous-espaces vectoriels Ker g et Im f. 
d) En utilisant a), exprimer (Kerf)! et (Ker g)! à l’aide de Img et Im J. 


3° Étude du noyau de . 

a) On suppose k = 0. Exprimer le noyau Ker @ à l’aide de Kerf et de Kerg. 

b) On suppose k # 0. Déterminer le noyau de @. Pour cela, on considèrera un élément x de 
Ker p, écrit sous la forme x = x, + x, et on prouvera que x, appartient à Kerf n Img. 

4° Étude de l’image de 9. 

a) Prouver que l’endomorphisme @ est symétrique. 

b) En déduire Im @ à l’aide de Im f et de Img. 
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PARTIE II. — VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES DE g O f ETfog 


Pour tout nombre réel À, on note 
U, Ker (AL, —-go f), 
V, = Ker (A, — fog), 
F, = Ker (AI — w). 


1° Indiquer des propriétés des valeurs propres et des sous-espaces propres F, de +. 

2° a) Montrer que gof est un endomorphisme symétrique de E, et que les valeurs propres de 
cet endomorphisme sont réelles et positives. 

b) Étudier de même les valeurs propres de fog. 


3° Prouver les deux relations 
U, = Ker f et V, = Kerg 
4 a) Soit À un nombre réel non nul. Montrer que À est valeur propre de go f si et seulement 
si À est valeur propre de fog; établir f(U,) « V, et g(V;) « U. 


b) Démontrer que si le réel À est une valeur propre non nulle de gof, les deux inclusions 


précédentes sont des égalités. 
Comparer les dimensions de U, et V;. 


5° Étude d’un exemple. 

On suppose p=3, n=4 et S=(a, b, c) où a, b, c sont trois réels donnés vérifiant 
d+b+c=I1. 

Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de fog et de go f et vérifier les 
résultats précédemment obtenus. 


PaRTIE IL. — VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES DE @ LORSQUE k = Ü 

On se propose de déterminer les sous-espaces vectoriels propres F, de @ en fonction des sous- 
espaces vectoriels propres U, de go f et de V,; le réel k est nul dans cette partie. 

1° Exprimer F, à l’aide de U, et V,. En déduire que @ est un automorphisme de E si et 
seulement si f est un isomorphisme de E, sur E,. 

2° On désigne par © la symétrie de E, associée à la décomposition de E en somme directe 
E=E,@E,, définie par o(x) = x, — x, lorsque x = x, + x.. 

a) Montrer 


POS = —-00 4%. 


b) En déduire pour tout réel À, o(F,) = F_;. 
c) En déduire que les valeurs propres non nulles de @ sont deux à deux opposées et comparer 
les dimensions des deux sous-espaces propres de @ correspondants. 


3° Soit À un nombre réel non nul. On note h; l'application de E, dans E définie par 


hi Ci) = AL + M) 


a) Prouver que F, = h;\(U;2). (On pourra établir successivement les deux inclusions opposées). 
b) Montrer que, pour tout couple (x;, y;) d'éléments de Uz, 

Cha Co) LA On) = (ci | y). 
c) En déduire que À est valeur propre de @ si, et seulement si, À? est valeur propre de go f. 


4° a) Établir que E est somme directe orthogonale des sous-espaces vectoriels Ker f, Ker £g, 
F % et F- ; où p parcourt l’ensemble des valeurs propres non nulles de go f. 
b) On se place dans le cas particulier où f est un isomorphisme de E, sur E,. Alors n = 2p. 
On désigne par F, (respectivement par F_) la somme directe des sous-espaces propres F fa 
(respectivement des sous-espaces propres F_ y» où H décrit l’ensemble des valeurs propres de go f. 
A partir d’une base orthonormale B; de vecteurs propres de gof, construire une base B', de 
F, et une base B° de F_. En déduire une base B° orthogonale de vecteurs propres de . 


c) On se place toujours dans le cas où f est un isomorphisme de E, sur E,. 
Exprimer la matrice de passage Q de B à B' en fonction de la matrice de passage P de B, à 
B;, de la matrice S et d’une matrice D diagonale dont l’ensemble des éléments diagonaux est égal à 


celui des valeurs propres de go f 
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PARTIE IV. — VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES DE @ LORSQUE k # 0 


Dans cette partie, le réel k est différent de ©. 


1° a) Déterminer F,; à quelle condition le réel O n’est pas valeur propre de ? 
b) Déterminer F,; à quelle condition le réel k n’est pas valeur propre de @? 


c) Démontrer que si À est une valeur propre de 6 différente de 0 et de k, les éléments, différents 
de 0, de F, ont des composantes simultanément différentes de 0. 


2° a) Soit À un réel différent de 0 et de k; établir, avec les notations de la question III. 3° 


F, = h(Dia-»)- 


k je 
b) Montrer que 3 1 peut être valeur propre et que les valeurs propres de @ vérifient des 
inégalités simples. 


3° a) Exprimer @o © + cop à l’aide de © et de I. 


Bb) Soit À une valeur propre de + différente de 0 et de k. 
Etablir que le réel k — À est valeur propre de @ en montrant qu'il existe un réel a tel que 


@l+o)F)cF,.;. 


4° En déduire la liste des sous-espaces propres F, de @ dont la somme directe: orthogonale est 
égale à E. 
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Rzlto) — #19) 
REci proquemamk, ri LU, 42)5) , hit x4 € DeN}eÿ . Grme clan 
& dninpanagiagle on pre si = À GG dre ft que 
Re ER de F,.\ic) | 


ed (LV eo démonbe 


| 4. 
Sir A g1°,R) 
rer, > Te She > Rx, +8G4) +3 (2) = A Gu+> ) 
S #, +90,)50 
BG) = ALES 


Cx) 


C+) ab AR imné d£akemmtkt : LA 


Fa : æ et =, © 
Bunot , Ai = EF,\io) y 7e At u< © F 


ot *, € EENENE EN LC Prene ÉGOoCE ; ce : 


Go) = À he 


4) 
+p/ 4 Le A æ .s À A fG ) 
(Eu 2660) : à Lu 0 
fn 1 EG à À 5-60) _ AR, 4 CC) 


celte int gate c enr Unit RE 3260 (ak), p* fps , 


AG23 
15 


X REc. où s€F, JANX Py)=2S » À E : 
R 94 + CC5a0 +344.) = À lgu+4 ) C& ) 


or il faut sure, x, € b) beQ ge : 


A (AR) 


g = Rs Ge) = (ru + 5 6&0) 


À 
e d« Frs 
» (xx) 
= — e 
da AV= b AD 


Venhi ons qe De ACTE) ps he cotas d''avan (xx): 


À … = À { Le 
ns POV gC 2 Des ET ) = d'a Cx) 
TA Ar le y, Z É ls) = 9 pe 


Vouftos qe 4 (= Dar P'Ag qu achlevaa pa pause dr C RU, à) 


of C4) = à (Ve 4 ) 
= AVZ (92) 
= AVS (A4% R Ja -ÉG:1)) d'après C&D 


AE CAR) 4, + A = 850) 
> À #4 / - 
dE (tan) 2 an 1E2) d'apu Ga) 


ll 


{l 


(L 


ACA-RY», 
ie M EVaes 


CaF9 


[25 2.4 
# À, er iajechie PRE : 


Hiépose a+ À fl Le »,=° 


Ce EE ; $GOEE, ot E-E,æE, ) 

Ga vient da madu que PATATE Bune, FE, 40) 
Lyhaine Vian #28 

ele Rennes, si À er valeur propre de SP ; A(A-R) naux 


vapor pape de a : TE ,2.,4a émper as Ce éocditten : 


n.(3-€) ER. 


ae ë 
s SC R>s, 
Si fes, À SE oi Des 


2 


À <o CES A2 & 


ot james ps L'exteuoux de Létseadlle d'exten ct, © 2 R. 


ES « 
los rare Pin) = LPlny=me ) + gr Rx, + CG) +3Ga 3) 


= Ru, + LG) — 9 Gr D + kan, _ LGr4) + Ge, ) 


= Ru, 
- £ (> +9-@m)) 
= ROZ 450 


se }j se = R (Ta: ) 


Peur 


AG23 
1 SE 


[27 3,L 


ne Gr cherche à, bel que 


x « : 


PÜlasT +o)) za P 3 Po 


{} 


as P + BRUT +0) - —eP 
d'X : 

Plast+o) &) = a A + R(T+SD(.) - (D) 
= (Aa, +k)x + (R-9) ee) 


Ex deue que co à BAL sal æ (R-9)( ave + œ(m)) 
revient à hat a) bel que : 


) eq 


Aa, +R - (R-3)a, 


C'esr pmibl con À ne peut 2e veQeun roma de P (I eL) . 


# Des An T+0 env œyedu , 


2 vaÿour 
AE np) Ed = layT+e)(F)3 )e) € FR, 
ex & 
> en #10) 
> L£-9 va. 


=2 = (a;-1l)x 
(>) =>, = 


Lg 


SENS, A E)=E) en ex lu ) 


Can «a, #t1 [enfer an=+) re 


22 


Lo nes propuw de Pamk Le, F, = A, (Us. D) Se es RE o) . 
M bmt done chbaus + pol des v caeus propre Ju, --- fé de cf 
en nedoant Le, Equation, : 


pe = ACA-R) C#) 


BE: bises a -R+ VR®+4pe 
e 


Se À: anr L'une de, nactnre,, de (€2) y ( l'aube PAS R - 9: , ls Ces 
ou que : 


Ca T+e> (PF) € Fe (3.0) 


ae AA T + ec mjecwe en ua dim F, < dim Vp- D 24 


mame dim FA = dim en pas rare. Chcunme des naine, 


À a ee -7X- de (xD donnent ADULTE À Lim topace | DÉS F,. TE | 
de P. 

FE. #e A n'en pe yet Gr. 4. à) 

Er € | É CY.4.8) 


Fur. def dimension , pou a... Rien dec 


